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An Elementary Proof of the Generalized
Laplace Expansion Formula for Permanents
概要
In the previous article (2002), we gave an elementary proof of the generalized Laplace expansion formula
for determinants. In this article we prove the generalized Laplace-type developement and the formula for
the permanent of products of matrices, which share the same tune with the formulas for determinants.
1 パーマネントの定義
行列式の定義において sgn : Sn → {±1}の代わりに自明な準同型 Sn → {1}を用いるとパーマネント (permanent)
が得られる。
Deﬁnition 1.1. [1] e1, e2, · · · , en を標準基底とする。a1 =
∑
j x1jej, · · · , an =
∑
j xnjej と任意のベクトル
を 1次結合でかくとき，
Per(a1,a2, · · · ,an) =
∑
σ∈Sn
aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n
をパーマネントという。
[2] 与えられた基底に対して，パーマネントは対称 n重線形形式である。
[3] すべての σ ∈ Snに対してPer(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n)) = Per(e1, e2, · · · , en)かつ ρがMap({1, · · · }, {1, · · · , n})
の全射ではないとき，Per(eρ(1), · · · , eρ(n)) = 0とする。· · · · · ·（＊）
[4] Per(e1, e2, · · · , en) = 1を正規性という。
[5] {1, 2, · · · , n} の s 個の部分集合 Y , X の順列 I = (i1i2 · · · is), J = (j1j2 · · · js) に対して，aIJ =
ai1j1 ai2j2 · · · aisjs と記す。
∑
σ∈SY aσIJ を (IJ)小パーマネント (minor permanents)といい，AIJ とかく。
実際は順列のとりかたによらないので，AY X と書いてもよい。
2 パーマネントの性質
命題 1. [1] 逆に f が n重線形形式かつ標準基底に対して（＊）の性質がみたされるなら
f(a1, a2, · · · , an) =
∑
σ∈Map({1,··· ,n},{1,··· ,n})
f(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n)) aσ(1)1 aσ(2)2 · · · aσ(n)n
= f(e1, e2, · · · , en)
∑
σ∈Sn
aσ(1)1 aσ(2)2 · · · aσ(n)n
= f(e1, e2, · · · , en) Per(a1, a2, · · · , an)
[2] よって，n 重線形形式かつ（＊）の性質と正規性 f(e1, e2, · · · , en) = 1 によってパーマネントが特徴づけら
れる。
[3] 正方行列 A から I = (i1 · · · ip) 行, J = (j1 · · · jp) 列を取り出した行列のパーマネントを小パーマネント
(Minor permanent)といい，AIJ とかく。
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命題 2. [1] 行列の転置に関する不変性, すなわち
Per(tA) = Per(A)
[2] n 次正方行列 A が与えられたとする。（A の列の分割）n を自然数 n1, n2, · · · , ns に分割すると n =
n1 + n2 + · · ·+ ns となる。そのとき，集合 {1, 2, · · · , n}を n1 個, n2 個, · · · , ns 個の部分集合X1, X2, · · · ,
Xs に分割する。X1, X2, · · · , Xs の順列 J1, J2, · · · , Js を固定する。（たとえば，Ji は Xi の各元を小さい順
に並べてできる順列とする。）そのとき，次の展開式を得る。
Per(A) =
∑
(I1,I2,··· ,Is)
AI1J1AI2J2 · · ·AIsJs
ここに，（Aの行の分割）和の項数は n!/(n1!n2! · · · ns!)であり，{1, 2, · · · , n}の n1 個, n2 個, · · · , ns 個の
部分集合 Y1, Y2, · · · , Ys への分割の数である。I1, I2, · · · , Is は Y1, Y2, · · · , Ys の順列のひとつとする。そ
して，AIJ は小パーマネントとする。行と列の役割を代えてもよいので，つぎも成り立つ。
Per(A) =
∑
(J1,J2,··· ,Js)
AI1J1AI2J2 · · ·AIsJs
(証明）Aの列を n1, n2, · · · , ns と分割する。分割のそれぞれに対するひとつの順列を J1, · · · , Js として固
定する。パーマネントの定義
Per(A) =
∑
σ∈Sn
aσ(1)1 aσ(2)2 aσ(3)3 · · · aσ(n)n
において，積の順番は交換可能であることに注意すると, パーマネントは次のようにかける。
Per(A) =
∑
σ∈Sn
aσJ1J1aσJ2J2 · · · aσJsJs
{1, 2, 3, · · · , n} を n1, n2, n3, · · · , ns (n = n1 + n2 + n3 + · · · + ns）に分割する。そのときの分割の
数は n!/(n1!n2!n3! · · · ns!) である。その分割の１つを Y1, Y2，· · · , Ys とする。Y1, Y2，· · · , Ys の順列
I1,I2,I3, · · · ,Is をそれぞれ１つとる。すなわち，(I1, I2, I3, · · · , Is)は {1, 2, 3, · · · , n}の順列である。このと
き，n! = n!/(n1!n2!n3! · · · ns!)× n1!n2!n3! · · · ns! に注意する。
Per(A) =
∑
σ∈Sn
aσJ1J1aσJ2J2 · · · aσJsJs
{σ ∈ Sn|σ(J1) = I1, σ(J2) = I2, · · · , σ(Js) = Is} ∼= SY1 × SY2 × SY3 · · · × SYs の個数は n1 !n2!n3! · · · ns!
である。
Per(A) =
∑
(I1,I2,I3,··· ,Is)
∑
σ1∈SY1
∑
σ2∈SY2
· · ·
∑
σs∈SYs
aσ1I1J1 aσ2I2J2 · · · aσsIsJs
ここに，
∑
σi∈SYi aσi(Ii)Ji = AIi,Ji である。
Per(A) =
∑
(I1,I2,··· ,Is)
AI1J1AI2J2 · · ·AIsJs
[3] 各型がそれぞれ (n, α),(α, β),· · · , (γ, n) 型の行列 A, B, · · · ,C が与えられたとする。AB · · ·C の ij 成分は
xij =
∑
1≤s≤α
∑
1≤t≤β · · ·
∑
1≤u≤γ aisbst · · · cuj で与えられる。
Per(AB · · · C) =
∑
σ∈Sn
xσ(1)1xσ(2)2 · · ·xσ(n)n
である。さて，I = (12 · · ·n)として，
Per(AB · · · C) =
∑
σ∈Sn
∑
J∈{1,2,··· ,α}n
∑
K∈{1,2,··· ,β}n
· · ·
∑
L∈{1,2,··· ,γ}n
∑
aσ IJ bJK · · · cLI
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となる。J = (j1j2 · · · jn)のとき，
AσIJ = Per
⎛
⎜⎜⎜⎝
aσ(1)j1 aσ(1)j2 · · · aσ(1)jn
aσ(2)j1 aσ(2)j2 · · · aσ(2)jn
...
...
...
...
aσ(n)j1 aσ(n)j2 · · · aσ(n)jn
⎞
⎟⎟⎟⎠ =
∑
σ∈Sn
aσIJ
と置く。
Per(AB · · ·C) =
∑
J∈{1,2,··· ,α}n
∑
K∈{1,2,··· ,β}n
· · ·
∑
L∈{1,2,··· ,γ}n
aIJbJK · · · cLI
J が {1, 2, · · · , α}n に含まれるとき，J に n1, n2, · · · , np 個の重複元がそれぞれあるとする。ここに，
n1 + n2 + · · ·+ np = nである。nJ ! = n1!n2! · · · np!とかく。そのとき，
Per(AB · · · C) =
∑
J
∑
K
· · ·
∑
L
AIJ
1
nJ !
BJK · · · 1
nL!
CLI
ここに，J は αHn 通りの {1, 2, · · · , α}から n個重複を許して取り出す組み合わせの集合の元を並べた１つの
組，重複順列とする。同様に，K は βHn 通りの {1, 2, · · · , β}から n個重複を許して取り出す組み合わせの集
合の元を並べた１つの組，重複順列とする。Lは γHn 通りの {1, 2, · · · , γ}から n個重複を許して取り出す組
み合わせの集合の元を並べた１つの組，重複順列とする。nα =
∑
J
α!
nJ !
に注意する。ただし, J は αHn 通り
の和にわたる。
3 Remarks
注意 1. Sn から，可換環 Rの乗法群 R× への群の準同型 φ : Sn → R× を考えると，Sn の交換子群 [Sn, Sn]が An
なので準同型 Sn/An → R× を通る。Sn/An ∼= {±1}なので，φは sgnか自明な表現しかない。
注意 2. [1] e1, e2, · · · , en を標準基底とする。a1 =
∑
j x1jej, · · · , an =
∑
j xnjen と任意のベクトルを１次結
合でかくとき，
sym(a1, a2, · · · , an) =
∑
σ∈Map({1,2,··· ,n},{1.2,··· ,n})
aσ(1)1 aσ(2)2 · · · aσ(n)n
は列についての１つの対称形式である。sym(tA) = sym(A)に注意する。
[2] n 次正方行列 A に対して，n = n1 + n2 + · · · + ns と分割する。A の列を n1, n2, · · · , ns 個の列に分割す
る。それを X1, X2, · · · , Xs の集合とし，J1, J2, · · · , Js をそれぞれ１つの順列とする。{1, 2, · · · , n} から
重複を許して n1 個の元を取り出した集合を Y1, 独立に，重複を許して n2 個の元を取り出した集合を Y2, 同
様にして繰り返して, 最後に，独立に，重複を許して ns 個の元を取り出した集合を Ys とする。そのとき，
Yi の重複順列を Ii とし，Yi の元の重複を重複 mi1, mi2, · · · , miti , mi1 + mi2 + · · · + mi ti = ni とする。
mIi ! = mi1!mi2! · · ·miti !とする。このとき次が成り立つ。
sym(A) =
∑
(I1,I2,··· ,Is)
1
mI1!
AI1J1
1
mI2 !
AI2J2 · · ·
1
mIs !
AIsJs
[3] 各型がそれぞれ (n, α),(α, β),· · · , (γ, n)型の行列 A, B, · · · ,C が与えられたとする。このとき次が成り立つ。
sym(AB · · · C) =
∑
I
∑
J
∑
K
· · ·
∑
L
1
nI !
AIJ
1
nJ !
BJK · · · 1
nL!
CLI
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